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INTRODUCTION

Etudiant en troisiéme année 4 P'INSA de Rennes en Mathématiques Appliquées, j’ai eu 'opportunité a travers mon
cursus de réaliser un stage durant I’été. De ce fait, j’ai effectué durant 9 semaines mon stage au Grupo de Fisica
Matemadtica de 'Instituto Superior Técnico de Lisbonne (Portugal). Jai, grace & ce stage, pu découvrir le monde
de la recherche et le domaine du TO (Transport Optimal).

Le laboratoire de Recherche dans lequel j’ai effectué mon stage a ses quartiers a I'IST et les chercheurs sont prin-
cipalement séparés en 4 groupes: systemes Intégrables et Géométrie, Mécanique et Gravité Quantique, Théorie
Spectrale des opérateurs différentiels et enfin celui dont fait partie mon maitre de Stage, Analyse Stochastique
et TO. Le labo compte dans ses rangs une vingtaine d’enseignants chercheurs et post-docs ainsi qu’une dizaine
de doctorants. Le batiment de mathématiques de I'IST est particulierement actif, en raison de la présence de
nombreux autres enseignants-chercheurs affiliés a divers laboratoires.

Le plus souvent, j’ai travaillé seul, avec des directives données par mon maitre de stage et occasionnellement aussi
avec lui.

L’objectif de ce stage était de découvrir la recherche en se familiarisant tout d’abord avec la théorie du TO via 1’é-
tude d’ouvrages et d’articles puis par 'implémentation d’algorithmes de résolution numériques pour des problemes
de TO. Les différentes implémentations sur python seront codées uniquement avec numpy sans l'utilisation de
packages préexistants.

Quand il évoque le TO, Cédric Villani parle d’un « coup de neuf pour un trés vieux probléme ». En effet, bien
qu’introduit a la fin du XVIII siecle le sujet n’a pas connu un grand intérét pendant quasiment un siecle et demi
jusqu’aux travaux de Kantorovich sur des problémes de logistique. Vient ensuite un engouement particulier dans
les 35 dernieres années pour le sujet apres les travaux de Brenier et la réalisation du lien important entre le TO et
la mécanique des fluides, les équations aux dérivées partielles, la météorologie, la physique statistique et les milieux
granulaires pour ne citer que ceux-ci. Toute cette théorie trouve notamment des applications en imagerie (traite-
ment des couleurs/textures), graphisme (manipulation de formes) et machine learning (régression, classification,
modeles génératifs).

Ce rapport fera état des connaissances et compétences acquises durant le stage avec aussi bien des aspects théo-
riques que numériques, les notions seront introduites dans l'ordre le plus intuitif et compréhensible possible. On
commencera par la notion de mesure, le probleme de Monge en discret et sa généralisation continue grace aux
push-forward. Ce schéma, discret puis généralisation sera suivi pour la relaxation du probléme avec le probleme de
Kantorovich que nous étudierons en détail sans oublier de parler de la distance qu’il induit sur I’espace métrique des
mesures de probabilités. On parlera aussi entre autres du probleme dual associé, de la régularisation entropique, de
résolution numérique grace a l'algorithme de Sinkhorn (projections alternées) basique ou en domaine logarithmique
et enfin de barycentres et interpolations. Des exemples de résolutions numériques seront intégrés tout au long du
rapport pour illustrer les concepts théoriques et montrer I'efficacité des algorithmes implémentés.

1 NOTATIONS ET NOTIONS IMPORTANTES
1.1 Notations

On note

* 3, = {aERi:Zaizl}
i=1

e 1_: vecteur de 1

n

o Pour u € R", diag(u): matrice n X n avec u sur la diagonale et 0 ailleurs

e (-,-): le produit scalaire usuel dans la base canonique de R? entre deux vecteurs; pour deux matrices de la méme

taille A et B, (A, B) := tr(AT B) est la norme de Frobenius.

e f®g:=f1L +1,97 € R™™ pour deux vecteurs f € R", g € R™.



* a® B est la mesure produit sur X' x ¥, i.e. / 9(z,y)d(a® p)(z,y) = / /g(x,y) da(z)dB(y).
xXxy x 7Y

e a®b:=abl € R™*™,

e uOv=(yv;) €R" pour u,v € R™.

1.2 Mesures

-

Définition 1.2.1 (Mesure discréte): On appellera mesure discréte sur X de locations x4, ..., z,, € X et dont
les poids respectifs sont donnés par a = (a;),

a= iaiéxi,i.e a(B) = iaiﬁxi (B) = iaﬂlB(%‘)
i1 =1 =1

Définition 1.2.2 (Espace mesurable): Un espace quelconque et une mesure qu’on lui associe seront notés
(X, a)

Définition 1.2.3 (Mesure): De maniére plus générale, définir une mesure nécessite que X' soit muni d’une
distance d car une mesure est « définie » par la connaissance de son intégrale par rapport & une fonction
continue f € C°(X)

On peut donc « séparer les mesures en 3 cas »

1. Le cas d’une mesure discréte

[ ot = S asf(a)
x

i=1

2. Le cas d’'une mesure sur X = R? d € N*, possédant une densité par rapport & la mesure de Lebesgue, ie
da(z) = p,(z)dx

/x_Rd fl@)da(z) = /x f(@)pode

3. Le cas d'une mesure complétement arbitraire intégrable par rapport a toute fonction f € C°(X)

/ f(@)da(z) e R
x

Attention, si X' n’est pas compact, il faut que f soit & support compact, ie supp(f) = {z € X : f(z) # 0}
compact ou bien dans une moindre mesure qu’elle ai des limites égales & 0 en I'infini.

Remarque 1.2.1: Dans les écritures utilisées, tout sera « normalisé », ie qu’on utilisera des mesures de probabilités

de sorte que toutes les mesures soient positives et / da(z) =1, ie on travaillera avec P(X)
x

Remarque 1.2.2: 3 peut se voir de la maniére suivante:

£, COX) > R, L, (f) = / f(@)da()

v

La connaissance de £, (f) pour tout f € C°(X) permet d’inférer la mesure, c’est en ce sens qu’on définit la mesure

par une intégrale.



2 PREMIERE FORMULATION DU PROBLEME
(PROBLEME DE MONGE)

2.1 Discret

Soit deux mesures o =

n
=

m
a;8,, et B= b,

j=1
Imaginez que vous étes un commercgant, possédant n usines, m points de ventes représentés respectivement par des
distributions « et (3 telle que la toute la marchandise soit vendue. Pour transporter votre marchandise d’un point

a € a & un point b € B vous payez un colit ¢(x,y) (par exemple la distance parcourue). Une question que vous vous
posez alors est la suivante, quelle est la meilleure répartition de mes marchandises vers mes points de ventes pour

1

diminuer le cofit. Monge propose pour ce probleme la formulation suivante.

Le probleme de Monge est de chercher une application qui a chaque point z; associe un unique point y; et qui
transporte toute la masse de « en g, ie

T: {wl?"‘vxn}%{yla“'aym} tq VJE [[l?m]] b]: Z a;
{i:T(:ci):yj}

qu’on notera par la suite Tya = 8
On doit aussi minimiser un cotit défini par c(z,y) V(z,y) € a x 8

Le probléme devient donc

n
mqin{ c(z;, T(z;)) : Tya = ﬂ}
i—1
1 . : C
Remarque 2.1.1: Dans le cas n =m, a, = b, = — Vi € [1,n] alors la contrainte de conservation implique que T est
n
une bijectign et on retrouve le probléme d’affectation suivant ré solvable par exemple par un algorithme hongrois:
min C; ;) en notant C; . = ¢(z;,y.
( )Zl 3,0(%) %, ( 2 J)

o€ Perm(n

2.2 Push-Foward

Définition 2.2.1: Pour une application continue T : X' — Y on définit I'opérateur push-forward correspon-
dant Ty : M(X) — M(Y)

Pour 8 =Tya € M(Y), a € M(X) vérifie

Vfe o) / F(w)dBy) = / F(T(x))da(z) ¢ VB € Y, 6(B) = (T~ (B))
Vi x

Cet opérateur conserve la masse et la positivité

Remarque 2.2.1: La ou lapplication T': X' — Y peut étre vue comme le déplacement d’un point de X vers un
point de ¥, 'opérateur T, lui déplace toute la mesure de proba € P(X) vers une autre mesure de proba € P(¥)
en appliquant T & toute les masses élémentaires de la mesure a de X pour obtenir une masse élémentaire sur ¥

Remarque 2.2.2: Dans la définition intégrale, si on travaille avec des mesures admettant des densités
on i [ hwds) = [ Bweswdy = [ WTE)IT@) @) do = [ WTE)py(@)ds do 7] =

——

Yy y=T(z) X X

Paz) ou Jp est le jacobien de T

Pﬁ(T(gﬂ))



2.3 Généralisation

Avec deux espaces mesurables (X, a), (¥, 8) le probléme devient:

n}fin{/xc(x,T(x))da(x) Tya= ﬂ}

oua € P(X),BePY)

3 RELAXATION (PROBLEME DE MONGE-KAN-
TOROVICH)

3.1 Intuition/Discret

La formulation de Monge, bien que intuitive est restrictive dans le sens ou elle peut ne pas admettre de solutions
qui conservent la masse (par exemple si il y a plus de points d’arrivés que de départs, voir Fig. 1).

Kantorovich propose donc de relaxer le probleme et d’autoriser le mass-splitting, la masse en un point z; peut
étre répartie sur plusieurs y;. Ainsi, plutdt que de chercher une application T on cherche une matrice dite de
« couplage » P € M n’m( L) ou P; ; décrit la quantité de masse de z; qui part en y;.

L’ensemble des matrices de couplages admissibles est le suivant :

M(a,b) ={PeM,,, (R,): P1, =bet P11, =a}

]

ou a et b définissent des mesures discretes et P1,, = (Z Pi,j) eR”, PT1, = (Z P. ) cR™
J . i j
Le probléme devient:

L b) = i C, P
clab)= min (C.P)= min > > FiC (%)

Remarque 3.1.1: On a ici un (PL) mais on ne s’attardera pas sur sa résolution directe car généralement peu efficace
et souffre de la malédiction du dimensionnement.

Remarque 3.1.2 (Kantorovich discret): Soient (X, ), (¥, ) avec des mesures discrétes, on stocke dans C les cofits
entre les points des supports de a et 3, ie C; ; = ¢(z;,y;). Alors £,(a, 8) = L,(a,b)

3.2 Généralisation
On peut étendre la définition de £, & des mesures arbitraires en considérant des mesures de probas m € P(X x ¥)

plutét qu’une matrice de couplage, le cas échéant imposant juste m = Z Z Pi7j5(%yj)
— £

Ainsi, ’ensemble des mesures admissibles est

Ula,B) =7 € P(X,Y): Prym =aet Pyym=f

———— ——
=Ty =Ty

Ou Py, Py, sont les push forward des projections sur X et ¥ respectivement

Le probléme devient donc:

L., B) = m(dx,d
)= i ] ctaimiandy 0



Optimal transport map

Q

>

Optimal transport map

Fig. 1. — En haut, un exemple dans lequel la formulation de Monge permet de résoudre le probleme entre deux
mesures «, 8 uniformes. En bas un exemple dans lequel la formulation de Monge n’est pas valable et ou du mass

splitting a lieu.



Optimal transport map

Fig. 2. — Exemple de TO obtenu entre deux gaussiennes avec une discrétisation de N=256

3.3 Distances (Wasserstein)

En fait, le TO permet de définir une distance entre les mesures. Dans le cas discret, la proposition est la suivante:

Proposition 3.3.1 (Distance de Wassertein discréte): On suppose n=m et p > 1, C = DP = (ij) €
)i
M, (R) ou D € M, (R) est une distance sur X' Alors W, (a,b) := Lp,(a, b)% définie une distance sur X,

Preuve: Découle de Proposition 3.3.2 O

Ce qui se généralise assez naturellement aux mesures arbitraires:

Proposition 3.3.2 (Distance de Wassertein pour des mesures arbitraires): On suppose X' =Y et p > 1,
c(z,y) = d(x,y)” ou d est une distance sur X Alors W, (a, ) == L4 (c, B)7 définie une distance sur P(X)

Preuve: Une preuve est proposée dans (Villani, 2003) O
Remarque 3.3.1: La distance de Wasserstein permet entre autres de caractériser la convergence en loi d’une v.a

Remarque 3.3.2: Le cas p = +00 est omis

3.4 Probléme Dual

3.4.1 Discret

Le probléeme (X'?) discret peut se réécrire a 1’aide de son Lagrangien en introduisant (¢,) € R"® x R™

min max £(P, ¢,v) = min max(C, P) + {p,a — P1,,) — ()b — PT1,,
minmax £(P, ¢, ¢) = minmax(C, P) + (¢ )— (¥ )

= min max(p, a) + (1, b) + (P,C — 11 —1, 4T
minmax(p,a) + (6. 8) + (P, C — p1f, — 1,07)

W



Le probléme dual est le suivant

max min{yp, a) + (1, b) + (P,C — o1 — 1, 4T)

() P20
= max ,a) + (¥, b) + min(P,C — 1T — 1, T)
masx((,) + (,) + min(P, € — o1, — 1,07)
= max ,a) + (¥, b d
e\ T D) (Dx)
car min(P, M) = {0 St M 2054 R(C) correspond & la contrainte
P>0 —0o sinon

donc R(C) =< (p, ) ER*" xR™ : o @ p < C

—_—
it <0 ;

Théoréme 3.4.1.1 (Equivalence Kantorovich et Dual Kantorovich): Il y a dualité forte entre (X'?) et (DX9),
ie « min(K)=max(DK) ». La solution de (X?) est exactement celle de (DX ?) et on peut retrouver P grace

apety

Preuve: Une preuve est donnée dans (Peyré et Cuturi, 2020) O

Remarque 3.4.1.1 (Signification du probléme dual): Ce nouveau probléme admet une signification particuliére, il
représente la situation ou plutot que de transporter vous méme vos marchandises, vous décidez de faire appel a
un transporteur extérieur qui vous charge ¢, pour la prise en charge des marchandises et ¢, pour la décharge des
marchandises, indépendamment du chemin. Ce dernier vous garanti que quoi qu’il arrive vous payerez au plus le
méme prix que si vous transportiez par vous méme. Alors Théoreme 3.4.1.1 signifie que la solution qui arrange le

marchant est aussi celle qui arrange le transporteur.

3.4.2 Généralisation
Encore une fois, on généralise ce principe a des mesures arbitraires
Le probléeme dual devient:

s@p) = sw [ pda@)+ [ 0w (D)
x Yy

(p,¥)eR(C)

ou R(C) = {(p,¥) € C°(X) x C°(Y) : V(z,y) € (X,4), 0(z) + ¥(y) < c(z,y)}
Remarque 3.4.2.1: ¢ et 1 sont appelés les potentiels duals

2
|z —yl

Théoréme 3.4.2.1 (de Brenier): Dans le cas X = ¥ = R? et c(z,y) = , si au moins une des deux

mesures (notée a) posséde une densité p,, par rapport & la mesure de Lebesgue alors le 7 optimal dans (X))
est unique et supporté par le graphe (z,T(z)) d’une application de Monge T : R? — R?, cela signifie que

= (Id,T)#a, ie Vfe %X xY), // f(z,y)dr(z,y) = / f(z,T(z))da(z)
Xxy X

2
x
De plus, cette application T est définie comme le gradient d’une fonction convexe, T'(z) =V (@ - 90(37)>

————
f(z)
ou ¢ est le potentiel dual et f 'unique fonction convexe (& constante pres) qui vérifie (V f) 4= B8

Preuve: Une preuve de ce théoreme (assez délicate) est donnée dans (Villani, 2003) O



4 REGULARISATION ENTROPIQUE
4.1 Discret

Définition 4.1.1 (Entropie): On définit I'entropie d’une matrice de couplage par
=22 Piyllog(Py) —1)

avec une définition similaire pour les vecteurs sous la convention que H(a) = +oco si une des entrées a; est
>0

1
Remarque 4.1.1: La fonction H est strictement convexe car sa Hessienne est diag (—) >1

i,J
L’idée est donc de régulariser (X') qui est un probléme convexe mais « limite » dans le sens ou on le rend strictement
convexe par I'ajout d’un terme de régularisation e H(P).

On a donc le probleme suivant:

Le(a,b) = Per{}[l(le,b)<c’ P)+eH(P) (,7(?)

Remarque 4.1.2: La régularisation permet de flouter /bruiter/ajouter du désordre a la solution, voir Fig. 3

Proposition 4.1.1: La solution de (X¢) converge vers la solution optimale d’entropie minimale parmi les
solutions de (X'%), ie

P, = argmin{H (P) : P € II(a,b) et (C,P) = L (a,b)}
Ee—

Preuve: Soit (g4,),_ tqe, > 0et gy —> 0. Pour ¢ = ¢, fixé on note P, la solution de (X¢) et P une solution

k>0 k—s

de (X¢). Comme II(a,b) est un fermé borne P, admet comme valeur d’adhérence P* € Il(a, b).

Par optimalité de P et P, (la sous suite qui admet une valeur d’adhérence qu’on ne renommera pas) pour
leurs problémes respectifs on a

{<07P> < <Cvpk>

(C,Py) + e H(P,) < <C,P>—|—€lH(P)<:>OS (C,Py) = (C, P) < g(H(P) - H(P))

Ainsi, en passant & la limite quand & — oo par continuité de H on obtient (C, P*) = (C, P) = L_.(a,b).

En divisant par g; et en passant encore a la limite on a que H(P*) < H(P) donc P* est une solution au
probleme.

Par stricte convexité de H la solution du probléme est unique et la suite P, converge vers P* O

Remarque 4.1.3: On a donc en particulier L (a, b) = L.(a,b)
e—

Définition 4.1.2 (Divergence de Kullback-Leibler): On note

L(P|K) = ZZ log( )—Pi,j+Ki’j
0,

%i,5

ouK, ;=€ "¢




100 10 1

" h o
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Fig. 3. — En haut: les densités « et [ utilisées (Gaussiennes discrétisées avec N=256). En bas: Influence de & sur
I’application m, le résultat de Proposition 4.1.1 apparait.

Proposition 4.1.2: L'unique solution de (X¢) est une projection de K sur Il(a, b), ie P. = projll%a’b) (K) =
argmin pery(q p) KL(P|K)

Preuve: L’unicité vient du fait de la stricte convexité de la fonction objectif.

Ensuite,

(C,P) +cH(P —EZ ( ! 1 log(P,;) — 1)
—e S (o(+) i) 1)

() )

:Z log< )—P,]+Ki,j—EZKi,j

1,7
=c KL(P|K) + cst

Z:J

D’ou le résultat.



Remarque 4.1.4: Pour des mesures discretes, on note £5(a, 8) = L:(a, b)

4.2 Généralisation

Pour des mesures arbitraires, on note

Le(a, B) = L //x y c(z,y)dr(z,y) + & KL(r|a® ) (%)

ou da® df(z,y) = da(z)dB(y) et

I gl (% (@, 9))dn(e,y) + [, (dé(z,y) —dn(z,y)) sim <

+o00 sinon

KL(m, &) = {

Définition 4.2.1 (Absolue continuité): On dit que 7 est absolument continue par rapport & p, noté ™ < u
0
si 7 est de la forme (unique) 7(dz) = p(z)u(dz) et on note dans ce cas p’(z) = — ()

du

5 ALGORITHME DE SINKHORN
5.1 Algorithme initial

Théoréme 5.1.1: La solution de (X?) est de la forme P, ; = u; K, ju; avec u et v des vecteurs inconnus de
RY} et RY

Preuve: Le Lagrangien de (X'¢) s’écrit
L(P,¢p,¢) = (P,C) +eH(P) — (¢, PL,, —a) — (3, P11, —b)

Comme c’est un probléme strictement convexe, la condition d’optimalité du ler ordre sur le Lagrangien

nous donne

8’5(Pi,j7 @zvd{;)

aP,. =0=C, ;+elog(P, ;) —¢; —;

D’ou

Cette condition peut se réécrire sous la forme P = diag(u)K diag(v)
Or P doit appartenir & U(a, b) donc

diag(u)Kdiag(v)1,, = a
diag(u)Kv=a
u®O Kv=a
et similairement v® KTu =b

On obtient donc 'algorithme de Sinkhorn qui consiste a choisir un v initial puis a itérer progressivement sur les

w

équations ci dessus.



Proposition 5.1.2 (Sinkhorn): v(® =1, et VI >0 u(+) = —— ou les divisions sont a

KT (1+1)
comprendre éléments par éléments. Cet algorithme converge.

Preuve: La preuve est basée sur l'algorithme des projections alternées de Bregman. Voir (Peyré et Cuturi,
2020) O

140 250 500 /’
;s

Fig. 4. — En haut: les densités o et 3 utilisées (Gaussiennes discrétisées avec N=256). En bas: Evolution de I'ap-
plication 7 avec le nombre d’itérations, les itérations déplacent progressivement la masse de la diagonale.

Optimal transport map

a
B

Fig. 5. — TO entre deux mesures discrétes aléatoires a et 3 avec € = 107°



Optimal transport map

™ R
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.\:
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Fig. 6. — TO entre deux mesures discretes aléatoires a et § uniformes, on retrouve bien une bijection entre « et
B avec e = 1074

Optimal transport map

=k

-

Fig. 7. — TO entre deux « portes » discrétisées avec N = 128, « et 5. En bleu sur 'application la projection
barycentrique de 7 avec € = 1072. On observe bien le résultat de Théoréme 3.4.2.1

Optimal transport map

N

Fig. 8. — TO entre deux gaussiennes centrées réduites discrétisées avec N = 256. En bleu sur ’application la pro-

jection barycentrique de 7 avec € = 1072. On observe bien encore le résultat de Théoréme 3.4.2.1




Constraint violations

Violation in norm

0 10000 20000 30000 40000
Iterations

Fig. 9. — Influence du parametre € sur la vitesse de convergence pour un TO entre deux gaussiennes discrétisées avec
N=128. Plus ¢ est petit moins ’algorithme converge vite, c’est intuitivement logique étant donné que le probleme
devient de « moins en moins » strictement convexe

5.2 Domaine logarithmique

Bien qu’en théorie 'algorithme de Sinkhorn converge pour tout € > 0, en pratique on observe assez vite des pro-
blémes de stabilité (underflows et overflows) lors des itérations de Sinkhorn.

On passe alors au domaine logarithmique pour éviter les divisons par le 0 machine. En fait, faire ce changement
¥s

revient & itérer sur les potentiels duals plutdt que u et v. Ces derniers sont reliés par la relation (u,v) = e%, e

Passer aux logarithme nous donne donc les itérations suivantes:

(1)
(p(l+1) = elog(a) — elog (K@wT)

(1+1)
YD = glog(b) — elog (KTew - )

Zi

Définition 5.2.1 (Softmin): On note min_(z) = —¢ logz e~ = . C’est une approximation asymptotique du
i

min, en effet min_(2) 2 min(z)
Ee—

Preuve (convergence): On note z = min(z), min_(z —z) = min_(z) — 2
donc min, (z) = Z 4+ min,_(z — Z). Sans perte de généralité, supposons que le minimum est z;.
Alors

min, (z —2) = —alogZe‘zfE =—clog| 1+ Ze‘zzj

i#1
N — e’
—0
e—0
= Elg e "« —l—o(g e 5)]530
i#1 i#1

d’otu le résultat. O



Remarque 5.2.1: Dans nos calculs numériques, pour éviter les underflows et assurer la stabilité, on calculera notre
softmin min_ (z) = Z 4+ min, (z — Z) car numpy & le bon gotit de bien calculer 'exponentielle pour des valeurs petites
et la stabilisation du softmin réalisé permet de rester dans ce cas de figure, on appelle cela une stabilisation log-
sum-exp.

®
@EIH) = clog(a;) — elog (Kews )

0
= e¢log(a;) —elog (; K, jexp (%) )
B Cij— vy
= elog(a;) —clog (; exp (—T

= clog(a;) + min, (CM - ¢§.”)

J

T
minimum sur toutes les colonnes de la matrice (ijlng(” )

Remarque 5.2.2: On note min’¥ et ming‘)1 respectivement les softmins sur les lignes et colonnes d’une matrice

On obtient donc finalement les itérations suivantes:
@) = min™ov (C’ — ]lnl,/)(l)T> + elog(a)

P+ = min®! (C — +D17) + £ log(b)

6 BARYCENTRES ET INTERPOLATIONS

6.1 Formulation a deux plans

On présentera ici le cas du calcul d'un barycentre entre deux densités par rapport a la mesure de Lebesgue. Un
cas général est présenté dans (Benamou et al., 2014) et (Nenna, 2016)

Soit deux mesures g et pu; de X,,, ¢ € [0,1]. On cherche p, = min{(1 — t)L,(pg, 7) + tL.(ptg, 7), ™ € X,,}. Ce pro-
bleme est tres compliqué a résoudre, on décide donc de s’occuper de sa version régularisée et de résoudre pf =
min{(1 — ¢)LE (pg, ) + tLE (g, 7), ™ € 3, } qui converge quand € — 01 vers p,.

Ce probléme se rééerit, cf (Nenna, 2016) avec T = (1, 7y) € ?(R2)2

mfin (1 - t)KL(ﬂ-O|KE) + tKL(ﬂ-l‘Ks) : 7TO]]'77, = :u07ﬂ-1]]"n, = /"l’lﬂ Wgﬂn = ﬂ:{]]'n (Bs)

xT __ €T __
To=HKo T = my=m}

Et se résout avec un algorithme tres similaire a celui de Sinkhorn obtenu grace a l'algorithme de projections
alternées de Bregman et a la forme particuliére des matrices de couplage, cf Chapitre 5 et (Benamou et al., 2014).

7 = (7,5 on
" = diag (ué"))Ka diag (v(()m)
)" = diag (u(l"))Ks diag (Ugm)

s s . 0 0
On itere donc la maniere suivante: ’UE) J =1, = 1)(1 )

n puis



S

- <n>’“(1n> T e
K, v, K. vy
v(n+1) _ Ho( )’,US’VH-U _ Nl( )
K&Tuon KaTuln

ou a chaque itération

o= (10 (57) o i o )

est l'estimation du barycentre, toutes les opérations sont a considérer éléments par éléments.

6.2 Formulation a trois plans

Une autre formulation du probléme est possible.

On prend i,j,k des tuples, c’est a dire qu’on peut avoir par exemple i = (iy,1s,43), P = P(dz,dy,dy) = P, ; ,
CM(z,9,2) = (1= Ne(o,y) + Aely, 2), K = %

p0 = p! p2 p2 = p3
o—o o 0
X y VA

Fig. 10. — Schéma représentant l’intuition de la formulation avec 3 plans. On ajoute un 3éme plan de sorte que la

condition sur le barycentre soit implicite via la matrice de cotit pour pouvoir utiliser un algorithme de Sinkhorn

plus simplement. C*(z, v, z) correspond & la distance de x & z en passant par y coefficientés par 1 — A, A. Au lieu
de devoir « résoudre deux problemes » on ne s’occupe que d’un seul légerement plus complexe

On cherche donc

m}in{(CO‘,P> +eH(P | dzdydz) : P1 =10 et P3 =b?} (BP)

€
Le lagrangien de la fonction objectif est
L(P,f,g) = (C* P)+eH(P)— (f, Pt —t°) — (g, P? — b?)
= Z C{\,j,kpi,j,k +e Z R‘,j,k(IOg(Pm,k) —1)

.5,k .5,k

_ZfiZ(Pi,j,k - b?) - ZfiZ(Pi,j,k: - bi)
i J.k k 0,5

7

Les conditions d’optimalité du premier ordre nous donnent:

0L
OP; ;

=0« C{\,j,k + EIOg('Pi,j,k) —fi—9,=0

fi _Cigk gk
< Pi,j,k —ece ¢ ee = uiKi,j’kvk

En injectant ce résultat dans les conditions P! = b, et P3 = b2 on obtient:

w



Displacement interpolation between a and 8 Displacement interpolation between a and B8

Fig. 11. — Comparaison avec une autre approche possible. A gauche : interpolation obtenue en effectuant des
simples pondérations. A droite: interpolation obtenue grace aux barycentres de Wasserstein, on observe bien ici la
différence entre un déplacement vertical obtenu naivement avec des pondérations et un déplacement horizontal.

; _ 30 _ 10
vi, Zpi,j,k =b < Z“iKi,j,kvk = b;
J.k J.k
< u, Z E K. ., |v, =09
% 1,5,k k A
k J

@uZK kvk—b?

(K1,3,U)i

S ud (K3y) =10

bO

U= —/

K13y
b2
et de maniere analogue v = W ce qui nous permet d’itérer comme dans Chapitre 5 pour venir récupérer
K13) u

P2 qui correspond au barycentre.

Remarque 6.2.1: Dans un souci d’optimisation, on ne calculera pas les tenseurs C et K. En effet il est possible de
se passer numériquement de ces calculs pour gagner en rapidité en calculant uniquement K3 via la matrice de

colit et deux tenseurs intermédiaires.

(1-Ne(é,) _Ac(j,k) _
lk—E:e : =Y KK = KD = KR

Pour récupérer v on réutilise les deux matrices ayant servies dans le calcul de K13
_ p2 _ 1-X 1-A
l/j—Pj—g N g uK]kvk—E u; K; Kkvk—g u; K; 5 E kvk
ik

=v= [(Kl_A)Tu] O [K*]

Cette maniere de calculer les barycentres est en moyenne 3 fois plus rapide que celle présentée au début du chapitre
pour des mesures en 1D.

Remarque 6.2.2: Pour les calculs de barycentres en 2D on utilisera plutét la premiere formulation car elle permet
une implémentation sans tenseurs et uniquement avec des matrlces pour les multiplications par le noyau K,. En
effet, dans ce cas (i et j sont des doubles indices) K, ; = = elleiul’/e peut étre séparé, et agphquer le noyau revient

appliquer un noyau intermédiaire deux fois sous la forme d’une matrice K; = e( 0 Yin) ! ®par multiplication sur

w



les lignes puis les colonnes, ie K(A) = K;AK,. Cette approche allege considérablement les besoins en RAM et
calculs.

Displacement interpolation between a and 8
-_—a

— B

Fig. 12. — Exemple d’interpolation obtenue entre des courbes gaussiennes (bleu vers rouge) avec N = 256

Displacement interpolation between a and 8
-_—a

— B

Fig. 13. — Exemple d’interpolation obtenue entre des courbes gaussiennes (bleu vers rouge) avec N = 256

Les images 2D sont représentées par des mesures uniformes sur un carré de taille 500 x 500.

XXK¥%% %% %

Fig. 14. — Interpolation entre une croix et deux disques
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Fig. 15. — Interpolation entre une spirale et un chat

dodede b ¥ ¥ VWV

Fig. 16. — Interpolation entre un trefle et un coq
Fig. 17. — Interpolation entre une croix et un triskel

2 & 2 & & oo

Fig. 18. — Interpolation entre un chat et un triskel

On peut comparer un des résultats obtenu par rapport a celui d’une simple moyenne pondérée pour bien apprécier
les résultats obtenus.

*‘*’*%’t ’c .0 .o
***'o .o .o .o .o

Fig. 19. — Comparaison avec une autre approche possible. En haut: interpolation obtenue grace aux barycentres
de Wasserstein. En bas : interpolation obtenue en effectuant des simples pondérations.

w



CONCLUSION

L’objectif de ce stage était de se familiariser avec la théorie du TO et d’implémenter des algorithmes de résolutions
numériques. Ce sont choses faites. J’ai pu travailler sur la théorie du TO par la lecture d’ouvrages et articles
scientifiques. En particulier sur le probléme relaxé de Kantorovich, sa régularisation et la distance qu’il induit.
Pour l'aspect numérique j’ai pu travailler sur 'algorithme de Sinkhorn pour le calcul de TO et sa stabilisation
grace au domaine log. J’ai aussi pu travailler sur les barycentres de Wasserstein pour réaliser des interpolations,
avec deux méthodes différentes dont une qui bien que non inédite non trouvable dans des articles.

En conclusion du travail effectué, je pense qu’il est important de noter la différence entre une théorie qui marche
parfaitement et les implémentations que 1’on en fait. En effet bien que I’algorithme de Sinkhorn converge quand
€ — 0 en pratique, ce n’est pas le cas car le 0 machine est atteint beaucoup trop vite et on observe I’apparition
d’overflows et d’'underflows. D’ot 'intérét de la stabilisation a I'aide du logarithme. Il est aussi important de noter
I'importance de coder de maniere efficace, en limitant au maximum [’utilisation de boucles pour privilégier les
calculs vectorisés qui sont beaucoup plus rapides.

Il reste cependant certains points pouvant étre améliorés ou restant a faire, j’aurais peut-étre pu optimiser d’au-
tant plus mon code, bien qu’il est déja assez rapide. Il aurait aussi été intéressant d’implémenter les calculs de
barycentres sous domaine logarithmique, mais c’est plus délicat que pour le calcul de TO et mes algorithmes
fonctionnaient déja treés bien sans.

Ce travail pourra possiblement étre utilisé par d’autres étudiants du méme niveau (L3) comme support ou bien a
poursuivre. Il y a certaines perspectives que je n’ai pas trop eu I'occasion d’explorer. En particulier le lien avec les
EDP qui est le principal axe de recherche dans le domaine avec les applications en machine learning. Une poursuite
de mon travail pourrait s’appuyer plus sur ce lien, a condition d’avoir déja travaillé avec des EDP.

En terme de bilan personnel et d’apports du stage, ce stage a été une expérience passionnante et enrichissante
pour une simple découverte du monde de la recherche. J’ai eu I'opportunité de rencontrer de nombreuses personnes
toutes aussi passionnées les unes que les autres. De plus, le sujet traité, non étudié a 'INSA et dont les applications
sont nombreuses, pourra étre un atout sur un CV.

Etre initié a la recherche m’a permis de continuer & développer un certain état d’esprit analytique et critique,
demandant une réflexion approfondie. Cette expérience a non seulement enrichi mes compétences techniques mais
aussi amélioré ma capacité a aborder les problemes et surtout la difficulté.

Dans le futur, apres cette expérience, j’aimerais aussi tenter également le secteur industriel. Réaliser un stage en
industrie me permettrait de comparer les deux milieux et mieux choisir la direction vers laquelle m’orienter. Cette
dualité entre recherche académique et industrie pourrait me guider et m’aider a faire des choix pour mon avenir.
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ANNEXES

Le code pour la partie sur Sinkhorn est disponible ici (nbviewer).

Le code pour la partie sur les barycentres est disponible ici (nbviewer).
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La théorie du TO (Transport Optimal) est premiérement in-
troduite par Monge dans un mémoire en 1781. L’idée est la
suivante; un ouvrier souhaite déplacer un tas de sable afin
d’en construire un chateau a un autre endroit. L’ouvrier es-
saye naturellement de minimiser son effort, que 'on pourra
quantifier de différentes manieres (par exemple la distance
parcourue). Mathématiquement le probléme est en fait celui
de la comparaison de deux mesures de probabilités, deux tas
de sable de méme masse. On cherche alors les moyens opti-
maux de transporter chaque élément de masse élémentaire
de la premiére mesure vers la deuxiéme en fonction d’un cer-
tain coiit. On s’intéresse alors aux propriétés mathématiques
de ces transports et a des algorithmes qui permettent de ré-
soudre ces probléemes efficacement. Le cotit minimal défini
alors une distance entre les mesures de probabilités conte-
nant de linformation sur ’espace sous-jacent, permettant
par exemple de réaliser des interpolations.

Ce rapport aura comme vocation de faire état du travail
que j’ai réalisé durant mon stage en insistant sur les bases
théoriques et fondations du TO. D’abord avec la notion de
mesure, le probléeme de Monge en discret et sa généralisation
continue grace aux push-forward. Ce schéma, discret puis
généralisation sera suivi pour la relaxation du probléme avec
le probleme de Kantorovich que nous étudierons en détail
sans oublier de parler de la distance qu’il induit sur l'es-
pace métrique des mesures de probabilités. On parlera aussi
entre autres du probleme dual associé, de la régularisation
entropique, de résolution numérique grace a ’algorithme de
Sinkhorn (projections alternées) basique ou en domaine lo-
garithmique et enfin de barycentres et interpolations. Des
exemples de résolutions numériques seront intégrés tout au
long du rapport pour illustrer les concepts théoriques, mon-
trer lefficacité des algorithmes implémentés et on essayera
dans la mesure du possible de démontrer un maximum de
résultats.

The theory of Optimal Transport (OT) was first intro-
duced by Monge in a memoir in 1781. The idea is the fol-
lowing: a worker wishes to move a pile of sand in such a way
that he constructs a sandcastle at another location. Nat-
urally, the worker tries to minimize his effort, which can
be quantified in various ways (for example, the distance
traveled). Mathematically, the problem is actually about
comparing two probability measures, two piles of sand of
the same mass. We look for the optimal ways to transport
each elementary mass element from the first measure to
the second according to a certain cost. We are interested
by the mathematical properties of these transports and
algorithms used to solve these problems efficiently. The
minimal cost then defines a distance between the probabil-
ity measures, containing information about the underlying
space, allowing for example to do interpolations.

This report aims to present the work I did during my in-
ternship, emphasizing on the theoretical foundations and
basics of Optimal Transport (OT), starting with the con-
cept of measure, the Monge problem in discrete form, and
its generalization via push-forwards. This pattern of dis-
crete analysis followed by generalization will be applied to
the relaxation of the problem, focusing on the Kantorovich
problem, which we will study in detail, including the dis-
tance it induces on the probability metric space. We will
also discuss the associated dual problem, entropic regular-
ization, numerical resolution using the Sinkhorn algorithm
(alternate projections) basic or in the logarithmic domain
and finally barycenters and interpolations. Numerical res-
olution examples will be integrated throughout the report
to illustrate the theoretical concepts, demonstrate the ef-
fectiveness of the implemented algorithms and we will try
when possible to prove results.
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